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Plan
• Contexte : Matériaux magnétoélectriques
• Couplage multiphysique
• MME* simplifié
• Formulations analytiques
• Cas 1 𝜎=0, cas 2 𝜎≠0

• Limite de validité 
• Validation des modèles  
• Implémentation dans un code FEM 2D
• Résultats de simulation : Composites laminaires PZT/TD/PZT

* :MME = Modèle Multi-Échelles
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Contexte
Matériaux magnétoélectriques

�X

H. Palneedi, V. Annapureddy, S.Priya and Jungho Ryu, “
Status and Perspectives of Multiferroic Magnetoelectric Composite Materials and Applications”,  Actuators 2016, 
5, 9; doi:10.3390 act5010009.
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Couplage multi-physique
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Code numérique :
1- Simulation non linéaire DC => Polarisation en 

fonction de l’effet structure
2- Simulation linéaire AC



MME simplifié
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Formulations analytiques 1/2

𝑊𝑆𝐶
𝐹 = 𝑊𝑆𝐶

𝑀 +𝑊𝑆𝐶
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2
𝜎ℤ𝜆𝑠 cos 𝜃2 − 1

3

Energie de Gibbs
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Fct probabilité Boltzmann Fct de partition Paramètre 
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Cas 1: 𝜎ℤ=0 
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Formulations analytiques 2/2
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Cas 1: 𝜎ℤ=0 

𝑎± = ⁄𝛼 ± 3∆ 6∆
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/

^
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Les coefficients incrémentaux 

𝜇0_ = 𝜇/ ∂> 𝑯𝒊𝒏 +𝑴 = 𝜇/ 1 + ∂>𝑴 = 𝜇/(1+ 𝜒0_) 𝑑0_
> = ∂>𝜺
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#
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0 𝜇RRb 0
0 0 𝜇))b

𝑑)(> = 𝑑)R> = − ⁄𝑑))> 2 𝑑(`> = 𝑑Ra> = 3 ⁄𝜺O 𝑯

La perméabilité Coefficients piézomagnétiques
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S. Huang, S. Wang, W. Li and Q Wang, “Chapter 3 Analytical Method of EMAT Based on Magnetostrictive
Mechanism”, Electromagnetic Ultrasonic Guided, Springer Series in Measurement Science and Technology, 
ISBN-10 : 9789811005626



Limite de validité. : Singularité P2=0

𝑎± = ⁄𝛼 ± 3∆ 6∆

∆= 𝐴2𝜆2𝜎ℤ

𝛼 = 𝜅𝐻01 𝜅 = 𝐴2𝜇/𝑀2

𝑎Z − 𝑎8 = 6∆

𝑃R = 𝐷 𝑎8 − 𝑒RY𝐷 𝑎Z

𝑎Z = −𝑛 6∆ 𝑎8 = −(𝑛 + 1) 6∆

𝐷(𝑎8) = 𝑒8c43<
/

^
𝑒^3𝑑𝑡 𝑒RY𝐷 𝑎Z = 𝑒 d8ec5

38RY <
/

^
𝑒^3𝑑𝑡

𝑎ZR − 2𝛼 = 𝑎8R

𝑎ZR − 𝑎8R = 𝑎Z − 𝑎8 𝑎Z + 𝑎8 = 2𝛼

𝑎Z + 𝑎8 =
2𝛼
6∆

−(2𝑛 + 1) 6∆= RY
f∆

= = h>'(
)∆

𝑃R = 0

𝑯𝒊𝒏_𝒍𝒊𝒎 = −
3∆ 2𝑛 + 1

𝜅 = −3 2𝑛 + 1
𝜆2𝜎ℤ8
𝜇/𝑀2

Terfenol-D

𝑛 ≈
20
𝜎/

𝜎/ = ⁄𝜎ℤ8 ]1 [Mpa
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Validation pour contraintes compressives ou 
extensives
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Validation des modèles 1/2
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12Mesures : Mathieu Domenjoud et al 2019 Smart Mater. Struct. 28 095012

Mesures « o », Modèles « - » 



Validation des modèles 2/2

0 50 100 150
Hext (kA/m)

0

2

4

6

8

10

12

d 33
 (n

m
/A

)

-4 MPa
-8 MPa
-12 MPa
-16 MPa
-20 MPa
-24 MPa
-28 MPa

0 50 100 150
Hext (kA/m)

0

1

2

3

4

5

6

7

33
r

-4 Mpa
-8 MPa
-12 Mpa
-16 MPa
-20 MPa
-24 MPa
-28 Mpa
-4 Mpa Zhou
-20 MPa Zhou

13

Mesures « o », Modèles « - » 

Da-Guang Zhang, Meng-Han Li and Hao-Miao Zhou, Journal of Applied Physics 100 , 063906 (2006)



Code FEM : Cas statique-Régime non lineaire
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𝝈 = 𝑐l𝝐 − 𝑒^𝑬

𝑫 = 𝑒𝝐 + 𝑝m𝑬

𝝈 = 𝑐n𝑺 − ℎ^𝑩

𝑐n= 𝑐> + 𝑞^𝜈o𝑞

𝑯 = −ℎ𝝐 + 𝜈o𝑩

ℎ= 𝑞𝜈o

rot𝑯 − 𝑱pq=0

div𝑫 = 0

div 𝝈 + 𝒇 = 0

𝑬 = −grad 𝑉

𝑩 = rot 𝒂

𝝐 =
1
2
grad𝒖 + 𝑔𝑟𝑎𝑑^𝒖

𝜈o = 1/𝜇0_
𝑲 𝑋 = 𝐹

𝑲 =
𝑲rr −𝑲cr

^ 𝑲rs
−𝑲cr 𝑲cc 0
𝑲rs
^ 0 −𝑲ss

𝐻
s

=
𝑣0_ −ℎ0_′
−ℎ 𝐶0_tun

𝐵
e 𝑗𝑎𝑐 =

𝑣0_ −ℎ0_′
−ℎ 𝐶0_tun

Equations d’équilibre (EQ) Relations potentiels (RP)

𝑊 𝑧 = <
v

𝜑 𝑅 𝑧 𝑑𝑉 = 0

Méthode des résidus pondérés

𝑅 𝑧
Equations d’équilibre 

RP+ LC +conditions Dirichlet & Neumann

𝑋 = 𝑢 𝒂 𝑉 ^ [𝐹]=[𝐹 𝐹pq 0]^



Algorithme d’implémentation
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Hi, sei

i =1, H1x=Hext(1), s1=0

MME
Mi, ei, dij, xij

qii=Cijkl*dkl
vij=1/µij

CB = CH+vji*qii*vij

hij=qij*vij

FEM : KX=F

DAi, Dui
dans chaque EF

DBi, Dei

Hi+1= Hi +DHi
sei+1= sei +Dsei

DHi, Dsi 

Jac-1

Stockage

jac=
𝑣&' −ℎ&'′
−ℎ 𝐶&'()*

i =2…n

Hext=Hmin…Hmax
(n valeurs)

Dsei

DHi

Ds𝕫
DsyyDsxx

Dszz

𝜇c =
𝜇b

1 + 𝑁p 𝜇b − 1

Champ démagnétisant
Effet structure 



Code FEM: Cas dynamique-Régime linéaire
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rot𝑯 − 𝑱cq=0

div𝑫 = 0

div 𝝈 + 𝒇 = 𝜌𝑚
∂2𝒖
∂𝑡2

𝑲𝒂𝒄 𝑋 = 𝐹

𝑲𝒂𝒄 =
𝑲rr − 𝜔R𝐌+ j𝜔𝑪rr −𝑲cr

^ 𝑲rs
−𝑲cr 𝑲cc 0
𝑲rs
^ 0 −𝑲ss

𝑊 𝑧 = <
v

𝜑 𝑅 𝑧 𝑑𝑉 = 0

Méthode des résidus pondérés

𝑅 𝑧
Equations d’équilibre 

RP+ LC +conditions Dirichlet & Neumann

𝑬 = −grad 𝑉

𝑩 = rot 𝒂

𝝐 =
1
2 grad𝒖 + 𝑔𝑟𝑎𝑑^𝒖

Relations potentiels (RP)Equations d’équilibre (EQ) 



Mesure vs FEM 2D
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Jian Han, Juanjuan Zhang, Yuanwen Gao, A nonlinear magneto-mechanical-thermal-electric coupling model of 
Terfenol-D/PZT/Terfenol-D and Ni/PZT/Ni laminates, Journal of Magnetism and Magnetic Materials, Vol 466, 2018,
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Conclusion

• Modèles analytiques (𝝈=0 et ≠ 0) MME simplifié=> Energie de Gibbs
• Domaine de validité 𝝈 ≠ 0 , facteur « n » à définir
• Validation comportementale des modèles pour 𝝈>0 et< 0
• Validation via des mesures Terfenol-D
• Implémentation réussie code FEM 2D
• Ajout de la température en cours….
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Effet de la température (1/2)
𝑀2
} = 𝑀CB 1 −

𝑇
𝑇q

)/R

Expressions de 𝑴 et 𝜇))b 𝑀2 ⇒ 𝑀2
}

𝜆2 𝑇 = 𝜆CB 1 −
𝑇
𝑇q

)/R 𝜆𝑠
𝑇 = 𝜆𝑠 𝑇 ≈ 𝜆𝑠 𝑇𝑟 +

𝜕𝜆𝑠 𝑇𝑟
𝜕𝑇 ∆𝑇

∆𝑇 = 𝑇 − 𝑇b

𝛽 =
∂𝜆" 𝑇1
∂𝑇

= O
∂𝜆" 𝑇
∂𝑇 898,

= −
3𝜆2:
2𝑇;
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A. Clark and D. Crowder, "High temperature magnetostriction of TbFe2and 
Tb.27Dy.73Fe2," in IEEE Transactions on Magnetics, vol. 21, no. 5, pp. 1945-1947, 

September 1985, .

Xiao Jing Zheng and Le Sun, A nonlinear constitutive model of magneto-thermo-mechanical coupling for 
giant magnetostrictive materials, Journal of Applied Physics 100 , 063906 (2006); doi: 10.1063/1.2338834



Effet de la température (2/2)

0 100 200 300 400 500 600
Hex‘t

0

100

200

300

400

500

600

700

M 
(kA

/m
)

@ 20°C
@ 60°C
@ 100°C
@ 140 °C
@ 180°C

0 100 200 300 400 500 600
Hext (kA/m)

0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

m
T

@ 20°C
@ 60°C
@ 100°C
@ 140°C
@ 180°C

𝜺NN,W"
O,} = 𝜺NN,W"

O −
𝛽′𝑇
𝜆CB

𝜺NN,W"
O
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20Hao-Miao Zhou et al 2016 Smart Mater. Struct. 25 085036


